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1. PENDAHULUAN 

J. Neggers dan H.S. Kim di tahun 2002 telah 
memperkenalkan definisi dari 𝐵-Aljabar yaitu: Suatu 
himpunan tak hampa 𝑋 dengan operasi biner ∗ dengan 
elemen konstan 0 di notasikan dengan (𝑋;∗ ,0) disebut 𝐵-
Aljabar jika memenuhi kondisi: ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋, berlaku: 
(𝑖) 𝑎 ∗ 𝑎 = 0, (𝑖𝑖) 𝑎 ∗ 0 = 𝑎 dan (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑐 ∗ (0 ∗

𝑏)) [1], dan juga diperkenalkan mengenai B-subaljabar 

yaitu:  Misal (𝑋;∗ ,0) suatu 𝐵-Aljabar, suatu 

subhimpunan tak hampa 𝑁 disebut B-Subaljabar dari 𝑋 

jika untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑁 berlaku 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝑁 dan mudah 

ditunjukkan bahwa jika 𝑁 merupakan B-Subaljabar dari 

𝑋 maka 0 ∈ 𝑁, serta definisi dari 𝐵-Subaljabar Normal 

yaitu: 𝑁 merupakan B-Subaljabar normal dari 𝑋 jika 

memenuhi (𝑎 ∗ 𝑥) ∗ (𝑏 ∗ 𝑦) ∈ 𝑁 untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈

𝑁 [2]. Selanjutnya Andrzej Walendziak dalam 

tulisannya [3] telah menunjukaan sifat-sifat dari B-

subaljabar normal. Kemudian di tahun 2010, N. O. Al-

Shehri menunjukkan karakteristik dari homomorfisma 

B-Aljabar [4], lalu Joemar C. Edam dan Jocelyn P Vilela 

medefinisikan kondisi himpunan yang merupakan hasil 

kali dari dua buah B-Subaljabar dan juga  menunjukkan 

teorema isomorfisma kedua untuk B-Aljabar yang 

dikenal dengan istilah teorema diamond [5]. Pada 

tulisan ini dibahas mengenai sifat tambahan dari 

teorema diamond untuk B-Aljabar dengan cara 

pandang yang berbeda. 

2. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini merupakan studi literatur dalam 
penelitian ini dilakukan pengembangan dari hasil-hasil 
dari artikel terkait B-Aljabar. Beberapa sifat-sifat dari B-
Aljabar akan ditunjukkan terlebih dahulu dan 
selanjutnya dilakukan pembuktian teorema diamond 
dengan cara pandang yang berbeda.  

 
3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada tulisan ini kita Misalkan (𝑋;∗ ,0)suatu 𝐵-
Aljabar yang cukup di tulis 𝑋 𝐵-Aljabar dan 𝑁 
merupakan subaljabar dari 𝑋 𝐵-aljabar yang kita tulis 
sebagai  𝑁 subaljabar dari 𝑋 

 
Definisi 3.1 [6]. Suatu B-Aljabar 𝑋 dikatakan 
komutatif jika  ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 berlaku 𝑎 ∗ (0 ∗ 𝑏) = 𝑏 ∗ (0 ∗
𝑎). 
 
Lemma 3.2 [1] Jika (𝑋:∗ ,0) B-Aljabar, maka ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 
berlaku  

1 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ (0 ∗ (0 ∗ 𝑏)) 

2 (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ (0 ∗ 𝑏) = 𝑎  
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Bukti 
1. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋. Berdasarkan sifat (ii) dan 

sifat (iii) dari B-Aljabar dapat diperoleh 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗
(0 ∗ (0 ∗ 𝑏)). 

2. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋. Misal 𝑐 = (0 ∗ 𝑏). 
Diperhatikan bahwa (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ (0 ∗ 𝑏) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐. 
Karena 𝑐 = (0 ∗ 𝑏) diperoleh (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ (0 ∗ 𝑏) = 𝑎 ∗
(𝑐 ∗ 𝑐). Berdasarkan sifat (i) dan sifat (ii) dari B-
Aljabar diperoleh  (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ (0 ∗ 𝑏) = 𝑎. 

 
Preposisi 3.3 [3]. Jika (𝑋:∗ ,0) adalah B-Aljabar 
maka ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋 berlaku 

1. (𝑎 ∗ 𝑐) ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = 𝑎 ∗ 𝑏 

2. 𝑏 ∗ 𝑎 = 0 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) 
Bukti 
1. Ambil sebarang 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑋. Berdasarkan sifat (iii) 

diperoleh (𝑎 ∗ 𝑐) ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = 𝑥 ∗ ((𝑏 ∗ 𝑐) ∗ (0 ∗ 𝑐)) =

𝑎 ∗ (𝑏 ∗ ((0 ∗ 𝑐) ∗ (0 ∗ 𝑐))). Selanjutnya dengan sifat 

(i) dan sifat (ii) diperoleh (𝑎 ∗ 𝑐) ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = 𝑎 ∗ 𝑏. 
2. Ambil sebarang 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑋. Berdasarkan Lemma 3.2 

diperoleh 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑏 ∗ ((𝑎 ∗ 𝑏) ∗ (0 ∗ 𝑏)). Selanjutnya 
dengan sifat (iii) dan sifat (i) diperoleh 𝑏 ∗ 𝑎 = 0 ∗
(𝑎 ∗ 𝑏). 

 
Lemma 3.4 [3]. Misal 𝒩 suatu subaljabar dari 𝑋 dan 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋. Jika 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝒩 maka 𝑏 ∗ 𝑎 ∈ 𝒩. 
Bukti 
Misal 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝒩. Berdasarkan Proposisi 3.3 (1), 𝑏 ∗ 𝑎 =
0 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏). Perhatikan bahwa 0 ∈ 𝒩 dan 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝒩, 
sehingga 0 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) ∈ 𝒩. Akibatnya 𝑏 ∗ 𝑎 ∈ 𝒩. 
 
Teorema 3.5 [3]. Jika N merupakan subaljabar dari 
X B-Aljabar maka N Subaljabar Normal jika dan hanya 
jika untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑋 dan 𝑛 ∈ 𝑁 berlaku 𝑎 ∗ (𝑎 ∗ 𝑛) ∈
𝒩 
Bukti 
Ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝑋 dan 𝑛 ∈ 𝒩. Maka 𝑎 ∗ 𝑎 = 0 ∈ 𝒩 
dan 0 ∗ 𝑛 ∈ 𝒩. Karena 𝒩  subaljabar normal, maka 
(𝑎 ∗ 0) ∗ (𝑎 ∗ 𝑛) ∈ 𝒩. Dengan sifat (ii) diperoleh 𝑎 ∗ (𝑎 ∗
𝑛) ∈ 𝒩. Sebaliknya, ambil sebarang 𝑎 ∗ 𝑛, 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝒩. 
Berdasarkan Lemma 3.4 diperoleh 𝑦 ∗ 𝑥 ∈ 𝒩. 
Berdasarkan Preposisi 3.3 (1) diperoleh (0 ∗ 𝑥) ∗ (0 ∗
𝑦) = (0 ∗ 𝑥) ∗ ((0 ∗ 𝑥) ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)). Misal 𝑎 = 0 ∗ 𝑥 dan 𝑏 =

𝑦 ∗ 𝑥 maka  diperoleh (𝑎 ∗ (𝑎 ∗ 𝑛) = (0 ∗ 𝑥) ∗ ((0 ∗ 𝑥) ∗

(𝑦 ∗ 𝑥)) ∈ 𝒩. Jadi (0 ∗ 𝑥) ∗ (0 ∗ 𝑦) ∈ 𝒩. 

Selanjutnya diperhatikan bahwa berdasarkan definisi B-

Aljabar diperoleh 𝑎 ∗ (𝑎 ∗ ((0 ∗ 𝑥) ∗ (0 ∗ 𝑦))) = (𝑎 ∗ 𝑥) ∗

(𝑎 ∗ 𝑦).  
Misal 𝑛 = (0 ∗ 𝑥) ∗ (0 ∗ 𝑦) ∈ 𝒩 maka diperoleh 𝑎 ∗ (𝑎 ∗

𝑛) = 𝑎 ∗ (𝑎 ∗ ((0 ∗ 𝑥) ∗ (0 ∗ 𝑦))) = (𝑎 ∗ 𝑥) ∗ (𝑎 ∗ 𝑦) ∈ 𝒩  

Selanjutnya karena (𝑎 ∗ 𝑥) ∗ (𝑎 ∗ 𝑦) ∈ 𝒩 dan 
berdasarkan Lemma 3.4 diperoleh (𝑛 ∗ 𝑎) ∈ 𝒩 dengan 

𝒩 subaljabar maka ((𝑎 ∗ 𝑥) ∗ (𝑎 ∗ 𝑦)) ∗ (𝑛 ∗ 𝑎) ∈ 𝒩. 

Kemudian dengan definisi B-Aljabar dan Preposisi 3.3 

diperoleh ((𝑎 ∗ 𝑥) ∗ (𝑎 ∗ 𝑦)) ∗= (𝑎 ∗ 𝑥) ∗ (𝑛 ∗ 𝑦). Karena 

((𝑎 ∗ 𝑥) ∗ (𝑎 ∗ 𝑦)) ∗ (𝑛 ∗ 𝑎) ∈ 𝒩 maka (𝑎 ∗ 𝑥) ∗ (𝑎 ∗ 𝑦) ∈

𝒩. Akibatnya 𝒩 suatu B-Aljabar normal. 
 
 
Lemma 3.7 [5]. Jika 𝑉 dan 𝑊 merupakan Subaljabar 
dari 𝑋 𝐵-Aljabar maka: 
1. V⊆ 𝑉𝑊,𝑊 ⊆ 𝑉𝑊  dan 𝑉 ⊆ 𝑊𝑉,𝑊 ⊆ 𝑊𝑉. 
2. 𝑉𝑉 = 𝑉 
3. Jika 𝑉 ⊆ 𝑊 maka 𝑉𝑊 = 𝑊𝑉 = 𝑊 

Lemma 3.8 [5] Jika 𝑁 subaljabar normal dari 𝑋 B-
Aljabar maka N merupakan subaljabar normal dari 
semua subaljabar dari X B-Aljabar yang memuat N. 
 
Definisi 3.9 [5]. Misalkan V dan W merupakan 
subaljabar dari X B-Aljabar. Himpunan 𝑉𝑊 ⊆ 𝑋 ditulis 
𝑉𝑊 = {𝑎 ∈ 𝑋 ∶ 𝑎 = 𝑣 ∗ (0 ∗ 𝑤) 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑢𝑎𝑡𝑢 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑤 ∈
𝑊} 
 
Secara umum, jika 𝑉 dan 𝑊 merupakan subaljabar dari 
𝑋 𝐵-Aljabar maka 𝑉𝑊 belum tentu merupakan 
subaljabar dari 𝑋  [5], untuk itu terdapat beberapa 
kondisi agar 𝑉𝑊 dapat menjadi subaljabar 𝑋 yaitu: 
 
Teorema 3.10 [5]. Jika V dan W merupakan 
subaljabar dari X B-Aljabar maka 𝑉𝑊 subaljabar dari 
X jika dan hanya jika 𝑉𝑊 = 𝑊𝑉. 
 
Definisi 3.11 [5] Misal 𝑋 dan 𝑌 adalah B-Aljabar yang 
berturut-turut dinyatakan sebagai (𝑋:∗, 0𝑋) dan (𝑌:∗
, 0𝑌). Suatu fungsi 𝜑:𝑋 ⟶ 𝑌 disebut B-Homomorfisma 
dari 𝑋 ke 𝑌 jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 berlaku 𝜑(𝑥 ∗ 𝑦) =
𝜑(𝑥) ∗ 𝜑(𝑦). 
 
Suatu B-Homomorfisma 𝜑: 𝑋 ⟶ 𝑌 disebut B-
Epimorfisma jika 𝜑 merupakan fungsi yang surjektif. 
Selanjutnya, dari kernel dari B-Homomorfisma 𝜑:𝑋 ⟶
𝑌 yang didefinisikan sebagai 
 𝐾𝑒𝑟(𝜑) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜑(𝑥) = 0𝑌} dan juga merupakan 
subaljabar normal dari X [8] dan telah didefinisikan juga 
kuosien pada 𝐵-Aljabar di [1] yaitu: Misal 𝑋 suatu B-
Aljabar dan 𝒩 subaljabar normal dari 𝑋. Maka (𝑋/𝒩:∗
,0𝒩) merupakan B-Aljabar yang disebut B-Aljabar 
Kuosien dari 𝑋 modulo 𝒩 dengan 𝑋/𝒩 = {𝑥𝒩 |𝑥 ∈ 𝑋} 
dan operasi ∗ yang didefinisikan 𝑥𝒩 ∗ 𝑦𝒩 = (𝑥 ∗ 𝑦)𝒩. 
Untuk 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥𝒩 merupakan kelas ekivalen yang 
memuat 𝑥, yaitu 𝑥𝒩 = {𝑦 ∈ 𝑋 |𝑥 ~𝒩  𝑦}. Selanjutnya 
teorema dasar isomorhisma untuk B-Aljabar telah di 
buktikan oleh [8] dengan teorema sebagai berikut 
 
Teorema 3.12 [8]. Jika  𝜑: 𝑋 ⟶ 𝑌 merupakan B-
epimomorfisma dari 𝑋 ke 𝑌 maka 𝑋/𝑘𝑒𝑟 ( 𝜑) ≅ 𝑌 
 
Dengan adanya teorema dasar isomorphisma B-Aljabar 
ini memungkinan diperolehnya teorema II isomorfisma 
yang dikenal dengan teorema diamond, perhatikan 
gambar berikut: 

 
Gambar 1. Teorema Diamond B-Aljabar 

Teorema 3.13: Jika 𝑉 merupakan subaljabar dari 𝑋 𝐵-

Aljabar dan 𝑊 merupakan subaljabar normal dari 𝑋 𝐵-

Aljabar maka 𝑉/(𝑉 ∩𝑊) ≅ 𝑉𝑊/𝑊   

 

Teorema 3.13. ini merupakan versi 1 (garis kuning) dari 

teorema diamond yang telah ditunjukkan oleh Joemar C. 

Endam dan Jocelyn P. Vilela (2014) pada [5]. Namun 
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terdapat versi 2 dari teorema diamond (garis merah) 

dengan teorema sebagai berikut: 

 

Teorema 3.14: Jika 𝑊 merupakan subaljabar dari 𝑋 

𝐵-Aljabar dan 𝑉 merupakan subaljabar normal dari 𝑋 

𝐵-Aljabar maka 𝑊/(𝑉 ∩𝑊) ≅ 𝑉𝑊/𝑉  

 

Sebelum membuktikan teorema 3.14, terlebih dahulu 

akan dibuktikan beberapa lemma berikut: 

 

Lemma 3.15: Jika V dan W merupakan subaljabar  

dari X B-Aljabar dan V subaljabar normal dari X B-

Aljabar maka  𝑉 ∩𝑊 merupakan subaljabar normal 

dari W 

Bukti. 

Jelas bahwa 𝑉 ∩𝑊  merupakan subaljabar dari 𝑊. 

Selanjutnya, ambil 𝑎 ∈ 𝑉 dan 𝑏 ∈ 𝑉 ∩𝑊. Perhatikan 

bahwa 𝑏 ∈ 𝑉 dan 𝑎 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑋. Karena 𝑉 merupakan 

subaljabar Normal, berdasarkan teorema 3.5 diperoleh 

𝑎 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) ∈ 𝑉 dilain pihak, karena 𝑊 subaljabar dan 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 berakibat 𝑎 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) ∈ 𝑊 sehingga diperoleh 𝑎 ∗

(𝑎 ∗ 𝑏) ∈ 𝑉 ∩𝑊 , berdasarkan teorema 3.5 𝑉 ∩𝑊 

merupakan subaljabar normal dari W. 

 

Bukti Teorema 3.14. 

Berdasarkan Lemma 3.15 𝑉 ∩𝑊 merupakan 

subaljabar normal dari 𝑊 dengan demikian 𝑊/𝑉 ∩𝑊 

terdefinisi. Perhatikan bahwa karena 𝑊 merupakan 

subaljabar dari 𝑋 𝐵-Aljabar dan  𝑉 subaljabar normal 

dari 𝑋 B-Aljabar, jelas bahwa 𝑉𝑊 merupakan subaljabar 

dari 𝑋 𝐵-Aljabar, jadi berdasarkan Teorema 3.10, 𝑉𝑊 =

𝑊𝑉 merupakan 𝑋 𝐵-Aljabar.  Akibatnya, berdasarkan 

lemma 3.7 (1) dan lemma 3.8 diperoleh 𝑉 merupakan 

subaljabar normal dari 𝑉𝑊,  dengan demikian 𝑉𝑊/𝑉 

terdefinisi. Selanjutnya definisikan Pengaitan: 𝜃:𝑊 ⟶

𝑉𝑊/𝑉 dengan 𝜃(𝑤) = [𝑤]𝑉 ∀ 𝑤 ∈ 𝑊. Karena 𝑉 ⊆ 𝑉𝑊 

akibatnya dengan 𝜃(𝑤) = [𝑤]𝑉 ∈ 𝑉𝑊/𝑉 ∀ 𝑤 ∈ 𝑊. Ambil 

𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑊 sebarang dengan 𝑤1 = 𝑤2 jadi diperoleh 

𝜃(𝑤1) = [𝑤1]𝑉 = [𝑤2]𝑉 = 𝜃(𝑤1) sehingga  𝜃 merupakan 

suatu pemetaan. Selanjutnya, Ambil 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑊  

sebarang perhatikan bahwa: 

𝜃(𝑤1 ∗ 𝑤1) = [𝑤1 ∗ 𝑤1]𝑉 = [𝑤1]𝑉 ∗ [𝑤2]𝑉 = 𝜃(𝑤1) ∗ 𝜃(𝑤2) 

Kemudian, ambil [𝑎]𝑉 ∈ 𝑉𝑊/𝑉  sebarang, misal[𝑎]𝑉 =

[𝑤 ∗ (0 ∗ 𝑣)]𝑉 untuk suatu 𝑤 ∈ 𝑊 dan 𝑣 ∈ 𝑉 sehingga 

diperoleh: 

[𝑎]𝑉 = [𝑤 ∗ (0 ∗ 𝑣)]𝑉 = [𝑤]𝑉 ∗ [0 ∗ 𝑣]𝑉 = [𝑤]𝑉 = 𝜃(𝑤) 

Dengan demikian 𝜃 merupakan Epimorfisma. Dilain 

pihak, perhatikan bahwa: 

𝐾𝑒𝑟 (𝜃) = {𝑤 ∈ 𝑊  𝜃(𝑤) = 𝑉} = {𝑤 ∈ 𝑊  [𝑤]𝑉 =

[0]𝑉} = {𝑤 ∈ 𝑊  𝑤 ∈ 𝑉} = 𝑊 ∩ 𝑉   

Berdasarkan teorema dasar isomorfisma (Teorema 3.12) 

diperoleh 𝑊/(𝑉 ∩𝑊) ≅ 𝑉𝑊/𝑉. 

 

4. PENUTUP 

Kesimpulan 

Berdasarkan uraian pada bagian hasil dan 
pembahasan disimpulkan bahwa struktur B-Aljabar 
memiliki kemiripan dengan struktur dari grup dan 

teorema 3.13 dan teorema 3,14 merupakan bentuk 
lengkap dari teorema diamond untuk B-Aljabar.  
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